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e O multime 4 este finiti daci este multimea vida sau daca existd un numar natural n
astfel incat elementele ei se pot numerota a,,a,,...,a,.
n se numeste cardinalul multimii A.

e O multime impreund cu o ordine bine determinatd de dispunere a elementelor sale este o
multime ordonatd.
e  Senumeste permutare a multimii finite 4 orice mul{ime ordonatd care se formeaza cu
elementele sale.
e  Numarul permutarilor mul{imii 4 cu » elemente se noteaza P, si este egal cu
1-.2-3-...-n.
not
Asadar P =1-2-3-...-n=n!
Conventie: 0!=1.

rezolvate

1. Seda multimea 4 ={-3,1,4}. Sa se scrie toate permutarile mulfimii A.
Solutie
Multimea A are cardinalul » =3. Rezulti cd ea are P, =1-2-3 permutdri. Acestea sunt :
(—3,1,4),(—3,4,1),(], -3,4),(1,4,-3),(4,-3,1),(4,1,-3).
2. Cate numere de 4 cifre distincte se pot forma folosindu-se numai cifrele 0,1,2,3?
Solutie
Problema revine la a determina numarul de permutiri ale multimii 4 = {O, 1.2, 3} din
care trebuie excluse acele permutéri care au 0 pe prima pozitie, cici un numér natural nu
poate avea prima cifrd nuld.
Asadar, numarul numerelor formate cu 4 cifre distincte din 4 este egal cu:
P,-P=12-3-4-1-2-3=18.
3. Si se determine numerele naturale care sunt solutii ale ecuatiilor:

a) (n+2)!=20n; b 2(("+11))'!_(”+'2)!=4,
n—1): n:

Solutie
a) Sescrie (n+2)!=n!(n+1)(n+2). Ecuatia devine: n!(n+1)(n+2)=20n!. Impérim
ecuatia cu n!# 0 sise obgine (n+1)(n+2)=20 care este echivalentd cu n* +3n-18=0.

Se obtin

solutiile n, =3, n, =-6.




Punem conditia ca n e N si se retine doar solutia n=3.
b) Inlocuim (n+1)!=(n=1)tn(n+1) si (n+2)!=n!(n+1)(n+2).
Ecuatia se transforma succesiv astfel:
2(n=1)!n(n+1) nl(n+1)(n +2)
(n-1)! B n!
Se obtin solutiile n, =3, n, =—2. Conditiile de existenti a factorilor sunt:
n—lelN, neN, n+leN, n+2eN.
Ca urmare, solutia ecuatiei initiale este #n =3.
4. a) Si se arate cd pentru orice k € N are loc egalitatea k!k = (k + 1)!-k!.

b) Sd se calculeze suma: 1!1+2!2+313+...4+20!20.
Solutie

=4 2n(n+1)-(n+1)(n+2)=4 < n" —n-6=0.

a) Avem: (k+1)!—k!=k!(k+1)—k!=k!(k+1—l) =klk, VkeN.
b) Folosim identitatea de la punctul a) si suma se scrie:
1M+212+313+...+nln =(2!—1!)+(3!—2!)+(4!—3!)+...+(21!—20!)=—1!+21!=21!——1,

1. Calculati:

41+ 3! 4! 87!
: =714+ 6!1). —- S— 1
a) TR c) (8--7H6!) P e) =g
2010! 914+10!
b) (3} d ———; .
) ( ) ) 2008! D 11-7!
Cate multimi ordonate se pot construi folosind literele a,b sic?
Rezolvati in N ecuatiile:
! +3)!
a) nl=6; ) P L 0 (n+3) =20,
( n-2)! (n+1)!
2x+2)!
d) 3n(n+1)!=(n+2)!; e) 14+2M4+.. +x!=33; f) (T);)—’)=2(4!+8).
x)!
4. Cate numere de 3 cifre distincte, divizibile cu 2 existi ?
5. Cate numere naturale de 5 cifre distincte se pot forma cu cifrele din mul{imea { 0;2;4;6; 8} ?
6. Cate functii bijective se pot defini de la mulfimea 4 = { a,b,c} la ea Inséagi?
7. Calculeaza suma tuturor cifrelor care apar la scrierea numerelor de la 1 Ia 20.
8. Unelev are de dat 3 lucrdri in 3 zile. In cate moduri pot fi aranjate cele 3 lucrari pe zile? Dar

daca prima lucrare se di obligatoriu la matematica?
9. In céte moduri se pot ageza pe un raft 10 cérti de autori diferiti, aranjarea fiind facuti
alfabetic?

Stx-2ly=116
P -x+P-y=54

11. in cate moduri poate fi ordonatd mulfimea {,2,...,2n}, ne N, astfel incét fiecare numar

10. Rezolvi sistemul in N xN”: {

impar sa fie de rang impar?
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12. In cite moduri se pot aseza la o masi rotundi 3 fete si 3 baieti, astfel incat sa nu fie 2 fete sau
2 baieti unul langa altul?

13. Cate numere naturale formate din 4 cifre distincte, cifre divizibile cu 3 se pot forma?

14. Calculati suma tuturor cifrelor pare cuprinse in numerele de la 1 1a 100.

15. Rezolvati ecuatiile in N” :
a) (n+2)=(n+1)!=24-(n+1)’; ) (n+3)+18(n+1)!=10(n+2)}
(n+3)! 14(n+1)1

0 By =163, ﬂ (n-1)!" (n-2)1"
(n+2
¢) (n+4)(n+2)=48(n+3); g %:%’i

d) 3(n+2)45(n+1)!=51n!

16. Sai se rezolve in B urmatoarele inecuatii:

2n-5)! +5)! +4)!
2) (2n=35) 0. b) (n+3)! . o) ik NN
(2n-7)! (n+4)! (n+2)!
Lo
17. Sdserezolvesistemul:  * 7 (y-1)l; x,yeN".
B-x-P-y=8
2__
18. Calculati: £+l+...+f——2 +n+2; nelN; n>2
21 31 n! n
19. Sa se arate ca:
In! 1 pl 1 m! +nl+ p! ! ! ! .
" mtn! ntpl plm! Sm.+n.+p.; b) m_ _n P 2_3_, O,
mH+n! n+p! pHm! 2 n+p! mHp! mn! 2

2'-1 222 2.3 2" (n-1)
+ + +..+ A2
41 5! (n+1)!

21. Sa se calculeze cate numere naturale de 10 cifre au suma cifrelor 3.

22. S4 se determine probabilitatea ca alegadnd un numér natural de 5 cifre acesta s fie divizibil cu
4.

23. Cate numere naturale de 6 cifre distincte se pot forma, astfel incat cifrele 2 si 3 s fie
alaturate?

24. Calculati:

_ By (e L k+2 .
a) 141422+..+ntn; b) ;k!(k +h+1); C)Zk'+ Fr)R (e E neN', n>2.

20. Si se aduci la o forma mai simpla:

25. Saserezolvein N'xN’ ecuatia: (xh I)X! =(x!)".

P,,..=20-P
26. Sa se rezolve sistemul: e R
ol o
5 5 n! (n-1)! (n—1)!
27. Si se demonstreze ca: = +..+ , unde
minloon,t (m-1)tnt. 0! nln, !~...-(np —1)!

m+n,+..+n,=n

28. Cate numere naturale de 3 cifre de forma m!n!p! existd? (m#=n-p=m)




29. Demonstrati ca (x2 )! nu este patrat perfect, Vx e N, x > 2.

30. Cate solutii naturale are ecuatia: m!n! p!=m+nk+ p!?

31. Siseafle n e N stiind ci ecuatia: x* — P -x+nl+3=0 admite solutii egale.

32. Sase arate cd nu existd x, y, z naturale diferite, astfel incit P, P, si P, sa fie in progresie

geometrica.
33. Sa se studieze daca P,, P, si P, pot fi laturile unui triunghi dreptunghic.

ARANJAMENTE.

Se considera mulfimea finitd 4 cu n elemente si k €{1,2,...,n}.

e  Submultimile ordonate cu & elemente ale mul{imii A se numesc aranjamente de n
elemente luate cdte k ale multimii A.
e Numarul aranjamentelor de n elemente luate cite k ale multimii 4 este numarul
AF = _n

" (n- k) !

A, =1 A =(n—k)AL; Af =n(n-1)(n-2)..(n—k+1).

S se scrie aranjamentele de 4 elemente luate cite 2 ale multimii 4 = { a,b,c,d }

Solutie

‘ Scriem toate submultimile ordonate formate cu 2 elemente ale multimii 4. Avem:
(a,b),(b,a),(a,c),(c,a),(a,d),(d,a),(b,c),(c,b),(b,d),(d,b),(c,d),(d,c). S-au obtinut

y R . ., 41 213.4

12 aranjamente de 4 elemente luate cite 2, adicd A; = % = = =12.

2. Cate numere de 6 cifre diferite se pot forma?

Solutie

Fie abcdef numir natural cu 6 cifre distincte luate din multimea cifrelor { 0,1,2,3,...,9}

si a#0.

Numarul acestora este dat de numéarul de submultimi cu 6 elemente distincte luate din
cele 10 elemente ale multimii cifrelor, din care scidem submultimile ordonate de 5 elemente
luate din cele 9 cifre nenule {1,2,3,...,9}.

Asadar, se obtine numirul A, — A},
3. Saserezolve ecuatiile:
a) A’,=18A%; b) 8A

n+2 x+1

=3P,-A’.

Solutie

' a) Se expliciteaza aranjamentele din cei doi termeni si se obtine:
(n+2)!  18n!

(n—3)! - (n—4)!

= (n+2)(n+l)n(n—l)(n—2):18(n—3)(n—2)(n—1)~n =
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< n(n-1)(n=2)[(n+1)(n+2)-18(n=3)]=0. (1)

Conditia de existentd a aranjamentelor conduce la ne N, n>4.

Rezultd ci din (1) se obtine numai (n+1)(n+2)—18(n—3)=0,adicd n* —15n+56=0

cu solutiile n, =7, n, =8.
8- !

b) Avem succesiv: (x+1) =3.3} #!
(x-4) (x=5)!

<_~>8(x 4)(

)(x 2)(x—1)x(x+1) _

cuconditia xe N, x>5

3~6-(x—5)!(x—4)(x—3)(x—

2)(x—1)-x

(x=

4)!

(x-5)!

, X5,

xeN < 8(x+1)=18(x-4), xeN, x>4 5x-40=0, xeN, x>4. Se obtine solutia

x=8.

3.

4.

3.

6.

11.

Cate numere de 3 cifre distincte se pot forma cu elementele mul{imii 4 = {1, 2,3,4, 5} ?

a) Cate numere de 4 cifre distincte se pot forma cu elementele multimii {0,1,2,3,4,5}?

propuse

b) Care este cel mai mic si cel mai mare dintre aceste numere?
¢) Cate dintre ele sunt divizibile cu 2; dar cu 5?
Se consideri 4 puncte in plan, oricare 3 dintre ele fiind necoliniare. Cati vectori determind
aceste puncte?

S# se determine cite numere naturale de 3 cifre distincte si impare exista.

5. Un sportiv trebuie sa sustind 4 probe in 10 zile. in cate moduri pot fi programate aceste probe
stiind ¢4 nu pot fi date doua probe 1n aceeasi zi.
Intr-o clasd sunt 25 de elevi. Daci vor face schimb de fotografii intre ei, de céte fotografii va fi
nevoie?
Sa se calculeze numerele:

A=A o AI+AL+AL+AYL o) (A}

AALd) (A4+A5);A3-

Ordonati crescitor numerele: a = Aj), b=A;, c=A,.

Sa se rezolve in N ecuatiile:

A =70 e) A-A’ =36
AZ+2 = 360 f) 2An+2 n+3 10’
A2 L =110; g) 5A2,—4A2, =70
A¥ 4 A7 =9AS;
. Sa se rezolve ecuatiile:
Al +3A2 = 1p B s d) A2+A2,
Lx+A§=10 (x=2)-A2; e (A]

B +AJ" =14F, 5

A2 <30; d) 4A>

n+2

~3A,.,20

+A? =38

X+2

)A5—89

Sa se determine n € N pentru care au loc relatiile:

—AZ):(A3

-AY).

Metode de numarare



b) 11A2>2A0; e A} :A’, <8
C) 2A§+2 _Afu+3 = 25’
12. Sd se rezolve sistemele de ecuatii:
AL =242 A +2A7, =30 A, =360
R IR TR P
Al =105 A}-B=6. AL, =210

13. Demonstrati ci numerele Ay, A2, A} nu sunt in progresie geometrica.

14. Pentru ce valori ale lui £ € N numerele A}, Af ., A’ suntin progresie aritmetici?

COMBINARI.

“
Fie multime finiti 4 cu » elemente si k ={0,1,2,...,n}.
e  Submultimile multimii 4 avénd fiecare cite £ elemente se numesc combindri de n
elemente luate cdte k .
*  Numirul combinrilor de n elemente luate cite k se noteazd C’ si este dat de formula
2 n!
" =k’
e  Cateva formule utile:
g G =C =1 Al=1, Af=n!
b) Cf=C'* (formula combinirilor complementare).
c) Ct=C!, +C) (formula de recurenti a combindrilor).
d) C)+C,+C2+..+C;=2" (numirul submultimilor unei multimi cu »
elemente).
3 J

rezolvate

1. Intr-o clasi sunt 22 de elevi, dintre care 12 sunt fete. Si se determine in cite moduri se poate
alege un comitet al clasei format din 3 fete si 2 baieti.

Solutie

. Clasa este formata din 12 fete si 10 baieti.

3 fete se pot alege dintre 12 fete in C;, moduri.

2 baieti se pot alege dintre cei 10 bdieti in C}, moduri.

Rezultd ca un comitet din 3 fete si 2 biieti se poate alege in C;,-C}, moduri.
2. Se considerd multimea 4 = {1, 2,3,4,5, 6}. Sa se determine numarul de submultimi ale

multimii 4 care au 3 elemente dintre care exact un element este numdr par.

Solutie

Multimea 4 contine 3 numere pare $i 3 numere impare.

Fie {x, y,z} 0 submultime a multimii 4 cu x numdr par §i y,z impare. Elementul x

poate fi ales in C; moduri din mulfimea 4 iar elementele y,z pot fi alese in C2 moduri.

Rezultd cd numirul total de submultimi cu 3 elemente ale lui 4 care contin un singur
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numir par este egal cu produsul C;-C; =3-3=9.

3. Siserezolve ecuatia C.,, +n=n>+3, neN.

Solutie
Explicitim fiecare element combinatoric §i se obtine succesiv:
(n + 2)! 5
—t 4 p=pn"+3, neNo
(n+2-1)1!

on'-2n+1=0.
Se obtine solutia n=1.

y=3 _ y-2
4. Si se rezolve sistemul de ecuatii: { B =6 .
o x=2y=2

Solutie

Prima ecuatie a sistemului se transformé succesiv astfel:

3. x! _ x! .

(x=y+3)(y=3)! (x-y+2)i(y-2)!
=S E = . =S
(x—y+2)!-(x—y+3)-(y—3)! (x—y+2)!(y—3)!(y—2)

= 8 =—1~®8y—16=x—y+3<:>x—9y=—19.
x-y+3 y-2
: . . x-9y=-19
Sistemul de ecuatii se rescrie astfel: .
x-2y=2
Sciddem ecuatiile membru cu membru si obtinem ecuatia 7y =21 cu solutia y =3, iar x=8.
Conditiile de existentd ale combinarilor din sistem sunt: x> y—-3, x> y-2, x,ye N.

Agadar sistemul are solutia x =8, y=3.

5. O multime finit3 are 8. C;, submultimi. S se determine cardinalul multimii 4.

Solutie
Numarul submultimilor multimii A cu » elemente este egal cu 2. Asadar,
! 10-9-8-7!
E-C 13= " @_S_.izz" QE.Mzzn 92.10.3.4=2" P
15 15 7+3! 15 7+1-2-3 15

8:2:4=2"2°=2"n=6.
Rezultd cd multimea A are 6 elemente.

1. Sa se calculeze numerele

) C-Ci, Ch+Ci-Ci+Ch  b)2Ci-3C; o) G, -Ch+Cl
C4

d) 6%; e)C3+A§—P3; f)clzlm—cgg(l)?+1'
10

2. Sa se calculeze:

a) C:,Ciw Cin; b) C3+Cj+C‘:;




